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Resumen El problema inverso en hidrologia subterrdnea consiste en la estimacién de
los parametros de un modelo a partir de las respuestas del sistema (niveles,
concentraciones, etc.) y de informacién previa sobre los propios parametros, tanto
fisicos (permeabilidad, almacenamiento especifico, etc.) como especificos de alguna
funcién no lineal empirica que controla la evolucién de los parametros fisicos en funcion
de la variable de estado. Su uso es frecuente en la modelacién de procesos en la zona no
saturada. El inconveniente se halla en el elevado grado de incertidumbre que presentan
estos parametros especificos y que, en la mayoria de los casos, controlan sobremanera
la respuesta del modelo.
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1 INTRODUCCION

Las ecuaciones que gobiernan la resolucion de problemas de flujo de agua en medio
poroso pueden presentar distintos tipos de no linealidad. Por ejemplo, en medio saturado y
acuifero libre, la transmisividad es proporcional al nivel piezométrico. Es decir, algunos
parametros de dichas ecuaciones pueden depender de la variable de estado. Para la
descripcion de dicha dependencia se emplean diversas relaciones empiricas entre los
parametros de la ecuaciéon y la variable de estado. Estas dependencias suelen expresarse
por medio de funciones no lineales.

Se han realizado numerosos estudib$para intentar obtener distintas curvas de ajuste
tratando de reproducir la variabilidad de los parametros en funcion de la variable de
estado. Asimismo, se han llevado a cabo gran cantidad dm@phes referentes a la
resolucién del problema directo no lineal (simulacith)

La problematica asociada a este tipo de funciones es la aparicion de parametros de
ajuste en sus expresiones, a veces, sin sentido fisico alguno. Ademas, generalmente, el
grado de incertidumbre que presentan es elevado y controla sobremanera la evolucién de
la variable de estado, dando lugar, en ocasiones, a graves errores en la prediccion de los
modelos. Asi, resulta atil disponer de una herramienta capaz de proporcionar una buena
estimacion de este tipo de parametros (a ser posible de forma automatica), a partir de
datos sobre la respuesta del sistema real y, si es posible, sobre los parametros del modelo,
bien sean hidraulicos, como transmisividad, coeficiente de almacenamiento, etc, o
especificos de las funciones no lineales que relacionan algunos de los parametros
hidraulicos con la variable de estado. Con este propdésito, se ha actualizado un codigo de
elementos finitos que Unicamente permitia la estimacion de parametros hidraulicos.

En el presente articulo se muestra una breve revision de la teoria asociada a los
problemas directo no lineal e inverso, con la descripcion de las funciones no lineales
propuestas por Van GenuchterFinalmente se aplica el codigo a un ejemplo sintético de
flujo en medio no saturado, empleando las funciones no lineales antes mencionadas y
comentando los resultados.

2 FLUJO NO LINEAL. FORMULACION

La herramienta mas recurrida para estudiar el movimiento del agua a través de medios
porosos es la ley de Darcy (1856). Esta ley establece que el flujo de agua entre dos
puntos, en un medio saturado, es proporcional al gradiente de potencial que existe entre
ellos. En forma vectorial, puede escribirse como:

q=-KOh (1)

dondeq [LT 7Y es el vector de la velocidad media del fluio,[LT ~'] es el tensor de
conductividad hidraulica del medio y h [L] es el nivel piezométrico, cuyo significado fisico

es energia por unidad de peso de fluido. Este término se puede expresar en funcion de sus
componentes: la gravitatoria o de posiciany(la de presiéng/pg), siendoz [L] la altura

sobre un nivel de referenciap,[FL™?] la presion de fluidop [ML?] la densidad yg la
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aceleracion de la gravedad.
Por otra parte, la ecuacion de conservacion de masa establece el balance de fluido sobre
un volumen de control, en un instante dado c8mo

0

(gt@ =-0tpa)+pa, 2)

en la quep es la porosidad drenable del medip,[ ] es un término fuente/sumidero y t

[T] es el tiempo. Combinando las dos expresiones anteriores, se obtiene la ecuacion de
flujo para un medio saturado:

W:DEEHJKD%+2%+pqr 3)
ot 0 g

En el el desarrollo de las anteriores ecuaciones, se ha supuesto que los poros del medio
se encontraban completamente ocupados por el fluido (medio saturado). En medio
parcialmente no saturado, se sigue suponiendo valida la ley de Darcy, pero teniendo en
cuanta que la masa de fluido contenido por unidad de volumen de medio es:

M = p8 (4)

siendoB el contenido volumétrico de agua, definido como el volumen de poros ocupados
por el fluido, respecto del volumen total de los mismos. A partir de las expresiones (3) y

(4), se obtiene:
) =KD E +2) )
o g

Como se esbozé en la introduccion, se sabe que la conductividad hidraulica depende del
grado de saturacion, por lo que ésta se suele escribir como el producto de dos
componentes:

K =KK' (Sw)
6
s =° (6)
@

dondeK® es el tensor de permeabilidades correspondiente al estado de saturaciés y K
una funcién no lineal llamada permeabilidad relativa, que depende del grado de saturacion
Sw. Aplicando la regla de la cadena a la ecuacion anterior se obtiene:

03, [ g 9PpOW _ )" 0
R Al N CA TR T ©

Por otra parte, la variacion de masa en el sistema (5), se produce por deformacion
elastica del medio, bien sea por variacion de porosidad (cambios en la presion ocasionan
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modificaciones en la estructura del medio) o por efecto de la conifidasitdel liquido
(variaciones de densidad). Si se supone nula la variacion de la densidad, la variacién de
masa se puede expresar en funcién del almacenamiento espegifaefir8do como el
volumen de agua liberado o absorbido por unidad de volumen de acuifero y por unidad de
tiempo, cuando se produce una variacion unitaria en el nivel piezométrico:

_ 09
Ss - an (8)
De esta forma, la ecuacion (7) se transforma en:
ﬁ W _ s T 0
R A ©

No es posible la resolucion de la ecuacion anterior de forma analitica mas que en unos
pocos casos sencillos, debiendo recurrir a técnicas de solucion numeérica. En el presente
caso, la discretizacion se realiza separadamente en el espacio y en el tiempo. En el espacio
se discretiza mediante elementos finitos, mientras que el tratamiento temporal se realiza
segun diferencias finitas ponderadas. Asi pues, tras algunas manipulaciones, la ecuacién
anterior adquiere la expresion siguiehté"”

k+gy g k+0 k+e l-l-’kﬂ_l-l-’k — k+0 / k+E
A )" + Dy )7At =b"7(p) (10)
dondeA y D son matrices que dependen de la forma de los elementos, de los parametros
de flujo (conductividad hidraulica y almacenamiento especifico respectivamente) y del
vector variable de estad¢ a través de las funciones no linealesgs un vector que
engloba los términos fuente/sumidero, y que, de la misma forma, depende de la variable de
estado.

En la expresion anterior, la ponderacion temporal de la variable de estado se realiza
mediante el escald, mientras que las matrices y D se evallan con el valor de la
variable de estado en el tiempogkEn un instante cualquiera [|;tse tiene que:

h*P=ph***+(1-B)h* (11)

El método utilizado para la resolucién de la ecuacion (10) es el de Newton-Raphson
completo, pues las matrices necesarias para la resolucién de las ecuaciones de problema
inverso no lineal (segun la formulacion adoptada) son las mismas que las utilizadas en la
resolucion del problema directo no lineal. No obstante, caso de resolverse Unicamente el
problema directo, pueden usarse aproximaciones, como las del método de Newton-
Raphson modificado, el método de la tension inicial, etc.
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En definitiva, se trata de hallar un vector de incognipasie forma que la funcion
vectorial de errof se anula, segun la expresion siguiente:

LIJk+1 _'.le
L N N v A (VR ELY (12)

Durante el proceso de resolucién se actualiza el véttgpl’ segin una estrategia
incremental iterativa (superindice a la izquierda denota tiempo, superindice a la derecha
representa numero de iteracién). Dicha estrategia se basa en la aproximacién de Taylor de
primer orden a la funcién de errbr

f(k+ll|.lm+k+lAl|Jm+l) :f(k+ll|.lm) +J(k+llpm)k+lAl|Jm+l =0

(g = akﬂfwm(k“mm)

(13)

En la expresion anteriod, es la matriz jacobiana de la funcién de error (segun autores,
matriz tangente, pues contiene las derivadas primeras). Asi, la solucién del problema
directo no lineal (12) se reduce a la resolucion de un sistema de ecuaciones lineal, el cual
se resuelve de forma iterativa hasta obtener convergencia.

3 PROBLEMA INVERSO. FORMULACION

El problema inverso consiste en obtener el mejor estimador de los parametros de la
ecuacion que representa el sistema fisico, utilizando informacién previa sobre los mismos
(obtenida, por ejemplo, mediante ensayos de laboratorio, documentacion al respecto o por
experiencia previa), su estructura de correlacion y sobre la propia variable de estado.

El problema inverso en el contexto de las aguas subterfareassiste en la estimacion de
los parametros de un acuifero (trasmisividad, coeficiente de almacenamiento, etc.), a partir de
medidas directas de los mismos y de variables dependientes de los mismos, tales como niveles,
concentraciones,etc.

Existen diversas formulaciones del problema invérSd: En lo que sigue, se adopta la
basada en el método estadistico de la Maxima Verosinfifiticluyendo informacion previa.

Por completitud, en este apartado se presentan las caracteristicas basicas del método. Para un
mayor nivel de detalle, se puede consultar la bibliografia especificada.

La verosimilitud Lpz') de una hipétesis sobre los valores de los parametrdados los
datosz = (h',p) y una estructura del modelo prefijada, se define como proporciomallp)f(
funcion de densidad de probabilidad de haber obserwadiados los parametrgs Asi, la
estimacion empleando el método de maxima verosimilitud consiste en hallar los par@metros
(hipétesis) de forma que Lf(lz) sea maxima. Para completar los datos, es necesario
especificar el vectar* y la estructura de correlacion o de error en dicho vector .

En adelante, se supondra que la estructura del error sigue una distribucion multi-Gaussiana
con media nula, con lo que dicha estructura quedara perfectamente definida mediante la matriz
de covarianza. Esta hipétesis se basa en el teorema central del limite, segin el cual la
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distribucién de un gran nimero de pequefios errores aleatorios en las nejjidgespuede
aproximar mediante una distribucion multi-Gaussiana. Ademas, la hipotesis de la
multinormalidad permite el calculo de intervalos de confianza de la estimacion de los
parametros y la realizacion de tests de signification

Es conveniente suponer la matriz de covarianza como:

C, =0V
h 2h h (14)
C =0V,
dondeC,y C, son la matriz de covarianzas de niveles observados y la asociada al parametro
i-ésimo, respectivament®,, y V, son matrices conocidas y definidas positivas.yy o7 son
escalares desconocidos.

Con las hip6tesis anteriores y suponiendo la distribucion multi-Gaussiana antes comentada,
la verosimilitud dep dadoz , se expresa como:

N

* - 1 * _ *
L(p|z ) =(2m) 2C_zexp%-;(z—z )tC 1(z—z )@ (15)

siendo N el nimero de datos disponibl€3 ka matriz de covarianza. En general, dado que las
medidas de niveles y la informacion previa sobre los parametros no estan correlacionadas,
puede suponerse que la ma@ipresenta la siguiente estructura:

c=H" 0 16
"o o s

donde la matrizC, incluye las correlaciones entre todos los parametros y es diagonal por
bloques, suponiendo que las estimaciones previas de los diferentes pardmetros no estén
correlacionadas.

Hallar el méaximo de Iz ) es equivalente a hallar el minimo de:
s=-2in(L(pz)) (17)
Si:
J, =(h-h)'V*h-h")

) ) (18)
J =@ -p ) Vi -p)
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y se sustituye la expresion anterior en (17), se obtiene que:

S= ;‘; + c\:iz +In|V, | + > InV,/+n,Ino; + > Ina’ + NIn(2m) (19)
h I i I 1

donde n es el numero de datos de niveles;yehnumero de datos sobre el parametro
i-ésimo. Suponiendo conocida la estructura de correlacion (matkiges;), la expresion (19)
se reduce a:

S=J, + Z A, J, +constante

(20)

En este caso, la formulacion del problema inverso, en su formulacion de Maxima
Verosimilitud, se reduce a la minimaicion de la expresion (20), convirtiéndose en un problema
de optimizacion. Para ello, se ha adoptado el método de Mardiiarsit bien existen
numerosas alternativas como el método de Simulated Annéalignétodos hibrido$™!’

,etc.

4 DESCRIPCION DE LAS FUNCIONES NO LINEALES DE VAN GENUCHTEN

Van Genuchteh propusodos tipos de funciones no lineales, una para la permeabilidad
y otra para el grado de saturacién, ambas funcion del nivel piezométrico. A continuacion
se describen dichas funciones y los parametros implicados. La permeabilidad relativa se

calcula como:
S -S = S -S A 9 J
r = O — S 0
K S — W min _ _ W min 21
( W) Smax _Smin é % max _Smin g 0 ( )

donde § es el grado de saturacion del mediga$ Smin SON las saturaciones maxima y
minima, respectivamentelyes un pardmetro de ajuste que controla la forma mas o menos
abrupta de la curva. El grado de saturacién viene dado por la expresion:

=A

D 1
= o+ -S. + h
Sw (h) - Smm (Smax Smm )g % E

donde Q es la presion capilar. Esta ultima representa el valor minimo de la presion de la

(22)

mOoOod
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fase gasesosa en el medio, para que ésta penetre en los poros del medio, desplazando asi el
fluido (inicio del proceso de desaturaciéh) En forma grafica, podemos observar la
sensibilidad de las distintas curvas al pardmetro espedifidonde, por comodidad, se

utiliza en el eje horizontal de las gréficas la saturacion especifica, definida como:

Sw B Smin

S-S (23)

S, =
max min

Obsérvese que la saturacion especifica adquiere valores entre 0 y 1, correspondiendo el
primer valor al estado de saturacion minima (medio no saturado) y el valor unidad al de
saturacion méaxima (medio saturado).

— LAMBDA=0.25
LAMBDA=0.5
— LAMBDA=0.95

PERMEABILIDAD RELATIV A

0.0 \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

SATURACION ESPECIFICA

Figura 1: Sensibilidad de la permeabilidad relativa al pardmetro espacifico

Considérese, por ejemplo, un valor de 0.95 para la saturacion especifica. La permeabilidad
relativa del medio adquiere valores de 0.1, 0.45 y 0.85 para valores del parametro especifico
0.25, 0.5 y 0.95 respectivamente. Esto implica que unareduccion del valoimgidica una
reduccion de la permeabilidad total del medio, si se mantienen inalterados el resto de
condiciones y parametros.
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Figura 2: Sensibilidad de la curva de retencion al parametro

Considérese ahora un valor 0.5 para la saturacion especifica. La succion adquiere
valores de unas pocas atmdésferas para valores elevados del pardmetro especifico (0.95 y
0.5), mientras que adquiere un valor proximo a diez atmosferas para un valor pequefio
deA (0.25). En la figura 2 se observa la gran sensibilidad de la variable de estado al valor
del parametro especifico.

Para este tipo de funciones no lineales, el paramepodria considerarse como una
medida de la velocidad de saturacién del medio: un valor del pardmetro préximo a 0
implica que el medio no comienza a saturarse (succion proxima a cero) hasta que el grado
de saturacion es proximo al maximo (la saturacion especifica tiende a la unidad). En
cambio, un valor da préoximo a la unidad permite que el medio comience a saturarse para
valores de saturacion especifica inferiores.

5 EJEMPLO

La metodologia descrita se aplica a la modelacion de la infiltracion de agua en una
columna de suelo de 1 metro de longitud, en estado no saturado, con un nivel
piezomeétrico inicial de valor -1 m. Se considera una condicion de contorno de nivel
prescrito en la superficie inferior, de valor 0 m, que se corresponde con un estado
saturado. Por otra parte, en dicha columna se produce una entrada de agua constante a
través de su superficie superior, de valor“dia.
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Figura 3. Evolucién del nivel piezométrico en funcién del tiempo y del parametro

En la figura anterior puede observarse la evolucién del nivel piezométrico en funcién
del tiempo (se presentan los resultados para un estado proximo al inicial y para otro algo
mas avanzado), para dos valores muy distintos del parame(ya10 >y A=10 7).
Obsérvese que el aumento subito del nivel en la base inferior de la columna, conlleva
dificultades de convergencia del método de Newton-Raphson. En dicha figura puede
observarse también la gran sensibilidad de la variable de estado a variaciones en el valor de
A. Mientras un valor pré6ximo a cero de dicho parameirdl( ) dificulta la saturacion
del medio, un valor de 10 permite la paulatina saturacion del medio a medida que avanza
el tiempo.

Pasamos ahora a analizar la calibracion del pardmetRara ello se necesitan unas
medidas y cierta informacion previa sobre los parametros.

La metodologia empleada para analizar la calibracion se puede resumir en dos pasos: a
partir de la estructura del modelo que acabamos de presentar y unos valores asignados a
los pardmetros (que seran los ‘“reales”), se resuelve el problema directo (simulacion),
obteniéndose en ciertos puntos del dominio los “valores reales” del nivel piezométrico.
Los “valores medidos” se obtienen anadiendo a los “reales” un ruido Gaussiano de media
nula y desviacion impuesta, con el que se pretende simular el error de medida que conlleva
el proceso de obtencion de datos.

Se presentan los resultados para ruidos con desviaciones={poo=0.01 y0=0.1
(este ultimo valor representa la introduccion de un “error” de medida6®8o del valor
del nivel piezométrico inicial). Como valor inicial dese toma uno muy distinto al del
valor “real” ( aquél con el que se realizé la simulacion y de donde se tomaron las
medidas).

Los resultados se presentan en la tabla siguiente, donde se puede observar que, pese al
error inicial en el parametro, consigue alcanzarse el valor “real” del mismo:

10
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o=0 0=0.01 0=0.1
F””Ci'r?ir(‘;iglble“"o 1.043E+11 1.035E+05 9.316E+02
F””C"f’i?]alc’bje“"o 3.014E+06 1.067E+01 8.789E+00
X calibrado 0.098807796 0.098793091 0.10030929
X inicial 0.001 0.001 0.001
A “real” 0.1 0.1 0.1
Numero de 16 10 18
Iteraciones

Tabla 1 : Valores obtenidos en el proceso de calibracion.

Para el primer casoo€0) se observa una gran diferencia en comparacion con los
valores de funcién objetivo obtenidos con mayores desviaciones, dado que el codigo
utilizado no acepta una valor nulo de la misma. Asi, #igautin valor deo=10">, lo que
provoca un mayor valor en la funcion objetivo.

Ademés de comparar el valor ’ealculado con el valor “real”, la calidad de la calibracion
se puede contrastar comparando los niveles “medidos” con los calculados. En las figuras
siguientes se compara el valor “real” del nivel piezométrico en funcién del tiempo con el
valor obtenido tras la calibracién. Se presentan los resultados para el ruido de desviacion
nula y para el ruido de desviaci@¥0.1, donde se dibujan en linea continua las curvas
“reales”, y en punteado las obtenidas tras el proceso de calibracddn de

11
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Figura 5. Resultados tras la calibraciénkdeon ruido de desviacién=0.1
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6 CONCLUSIONES

Se ha presentado un método para la estimacién de parametros especificos, empleando
el método de la maxima verosimilitud. Este método lleva a la nziagi@n de una funcion
objetivo, operacion llevada a cabo mediante el método de Marquardt, tal como se ha
planteado (minimizacion sin restricciones). Asi, pueden obtenerse valokesfdeores a
cero o superiores a la unidad, inadmisibles desde el punto de vista fisico. Asi, la solucion
es también sensible al valor inicial del parametro que se imponga.

Tras analizar las respuestas del modelo, resulta evidente que la sensibilidad de la
variable de estado a los valores del parametro especifico, es critica a la hora de modelar
procesos en la zona no saturada. Resulta pues necesario el desarrollo de herramientas de
célculo, que permitan obtener una buena estimacion del valor de dichos parametros, asi
como estudios posteriores referentes a las restricciones antes comentadas.
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